LV ,, Programmierung “

Prof. Dr. H. Vogler / Dr. T. Stiiber 5511

Aufgabenblatt zur 13. Ubung

Zeitraum: 11.07. bis 15.07.2011

Bitte beachten Sie die Ankiindigungen/Informationen auf der Homepage der LV
Programmierung zur Klausurdurchfithrung!
Achtung: Die Klausur beginnt am 19.07.11 um 13:15 Uhr!

1. Aufgabe:

(a) Sie haben zwei Wiirfel, davon ist einer fair und bei dem anderen ist jede der Seiten mit
geraden Augenzahlen drei Mal so wahrscheinlich wie jede der Seiten mit ungeraden Augenzahlen.
Sie wéhlen einen der beiden Wiirfel aus und erzeugen bei zehn Wiirfen den folgenden Korpus:

Welchen Wiirfel haben Sie wahrscheinlich gegriffen?

(b) Nehmen Sie an, dass Sie den Korpus A mit einem beliebigen Wiirfel erzeugt haben. Schétzen
Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Wiirfels ab.

2. Aufgabe:

(a) Sie haben drei Miinzen mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen pi, p2 und ps:

pi(K) =05, p2(K) =03, p3(K) =0.6,
pi1(Z) =05, p2(Z) =0.7, p3(Z) =04 .

Sie wahlen zwei der Miinzen aus und erzeugen durch sechzehnmaliges Werfen den folgenden
Korpus:

WK, K) =2, WK, Z) =4, WMZ,K) =4, WMZ,Z)=6.

Welche zwei Miinzen haben Sie wahrscheinlich gegriffen?

(b) Nehmen Sie an, dass Sie mit zwei beliebigen Miinzen den Korpus h erzeugt haben. Bestim-
men Sie das Wahrscheinlichkeitsmodell und schétzen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
beiden Miinzen.

3. Aufgabe:

Bestimmen Sie fiir die folgenden Szenarien die Menge X der Ergebnisse und die Menge Y der
Beobachtungen. Bestimmen Sie auflerdem den Analysator.

(a) Werfen zweier unabhéngiger Miinzen. Sie konnen nur beobachten, ob beide Miinzen a) die-
selbe oder b) verschiedene Seiten zeigen.

(b) Werfen zweier Wiirfel, wobei Sie nur die Summe der Augenzahlen beobachten.

(c) Zwei Spieler spielen Schere-Stein-Papier. Sie beobachten lediglich, welcher Spieler gewonnen
hat bzw. ob das Spiel unentschieden ausging.



4. Aufgabe:

(a) Sie haben drei Miinzen mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen p;, po und ps:

pi(K) =05, p2(K) =03, p3(K) =0.6,
pi1(Z) =05, p2(Z) =0.7, p3(Z)=04.

Sie wihlen zwei der Miinzen, werfen diese fiinf Mal und beobachten, dass die beiden Miinzen
genau zwei Mal auf der gleichen Seite liegen und drei Mal auf unterschiedlichen Seiten, sie haben
also den folgenden Korpus mit unvollstiandigen Daten erzeugt:

h(=) =2, h(#£) =3.

Wobei “=" die Beobachtung ist, dass beide Miinzen auf der gleichen Seite liegen (und entspre-
chend “#”). Welche beiden Miinzen haben Sie wahrscheinlich gegriffen?

(b) Nehmen Sie nun an, Sie haben zwei beliebige Miinzen fiinf Mal geworfen und beobachtet,
dass die beiden Miinzen genau zwei Mal auf der gleichen Seite liegen und drei Mal auf unter-
schiedlichen Seiten. Uberpriifen Sie, welche der folgenden statistischen Analysatoren d;, d und
ds konsistent sind.

&K K)=1/2, d(K,2)=1/2, &2 K)=1/2, &(2,2)=1/2,
d(K,K)=1/3, (K, 2)=1/9,  do(Z,K)=8/9,  do(Z,7Z)=2/3,
dy(K,K)=1/4,  dy(K,Z)=3/4,  ds(Z,K)=1/4,  ds5(Z,Z)=3/4.

Zusatzaufgabe 1:

Bei beschrinkten Modellen kann der Maximum-Likelihood-Schéitzer im Allgemeinen nicht effi-
zient bestimmt werden. Beinhaltet das Modell M aber die relative Haufigkeitsverteilung rfe(h)
des gegebenen Korpus h, dann ist mle(M, h) = rfe(h), denn keine andere Wahrscheinlichkeits-
verteilung erzeugt eine hohere Likelihood.

Bestimmen Sie fiir die folgenden Situationen das Wahrscheinlichkeitsmodell, zeigen Sie dass die
relative Haufigkeitsverteilung des betrachteten Korpus in diesem enthalten ist und bestimmen
Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer.

(a) Werfen eines Wiirfels, bei dem gegeniiberliegende Seiten die gleiche Wahrscheinlichkeit auf-
weisen. Betrachten Sie den folgenden Korpus:

h(1)=3, K@) =5, h@3)=1, h@d)=1. h(B)=5, h6)=3.

(b) Werfen zweier unabhéngiger Miinzen. Betrachten Sie den folgenden Korpus:

WK, K)=2, WK, Z) =4, WZ,K) =4, WZ,7Z)=8.

(¢) Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit fiinf Kugeln. Die Kugeln sind weif}, schwarz oder
rot. Betrachten Sie den folgenden Korpus:

h(W) =4, h(S) =2, h(R) =4.

Zusatzaufgabe 2:

Bestimmen Sie fiir jedes der folgenden Zufallsexperimente und dem zugehorigen Korpus den
Maximum-Likelihood-Schétzer.

(a) Werfen einer Miinze und eines davon unabhéngigen Tetraeders mit dem folgenden Korpus:
h(K,1) =4, h(K,2) =1, h(K,3) =5, h(K,4) =3,
hZ,1) =2, hZ,2) =2, hZ,3) =0, h(Z,4)=3.



(b) Werfen von drei unabhéngigen Miinzen mit dem folgenden Korpus:

WK, K, K)=1, WK, K,Z) =1, WK, Z,K) =1, WK, Z,72)=3,
WMZ,K,K)=5, WZ,K,Z) =3, WMZ,Z2,K)=2, WZ,2,7) =5

Zusatzaufgabe 3:

(a) Sie haben drei Miinzen mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen pi, pe und ps:

p1(K) =05, p2(K) =03, p3(K) =0.6,
pi1(Z) =05, p2(Z) =0.7, p3(Z) =04 .

Sie wihlen zwei der Miinzen, werfen diese zehn Mal und zéhlen jedes Mal, wie oft Zahl zu sehen
war. Dabei erzeugen Sie den folgenden Korpus mit unvollstindigen Daten:

h(0) =2, h(1) =5, h(2) =3.

Welche beiden Miinzen haben Sie wahrscheinlich gegriffen?

(b) Nehmen Sie nun an, Sie haben zwei beliebige Miinzen zehn Mal geworfen und dabei den
Korpus h erzeugt. Uberpriifen Sie, welche der folgenden statistischen Analysatoren d;, do und
d3 konsistent sind.

d(K,K) =1, &\ (K, Z) =2/5, d\(Z,K) =35, d(2,2) =1,
do(K,K) =1, do(K,Z) = 1/5 do(Z,K) = 4/5 , do(2,2) =1,
dy(K,K) =1, ds(K,Z) =1/2 ds(Z,K) =1/2, d5(2,2) = 1.

(c) Fithren Sie den EM-Algorithmus mit Hilfe einer Tabellenkalkulation durch. Experimentieren
Sie mit verschiedenen Startwerten und bestimmen Sie so alle konsistenten statistischen Analy-
satoren.



